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T N L E I D I N G .
Het is op de volgende rvijze mogelijk de kegelsneden van de ruimte
één aan één involutorisch aan elkaar toe te voegen.
Trvee punten ?1 en Z, iils toppen en een kegelsnede cr ais richt-
lijn bepalen twee ku,adratische kegels: respectievelijk zt en rr. Deze
beide kegels hebben behalve de kegelsnede a nog een kegelsnede
a'gemeen. Worden cleze trn'ee kegelsneden aan elkaar toegevoegd,
waarbij de punten I, en ?, als vast worden beschoulvd, dan is
in het algemeen aan een kegelsnede a één kegelsnede or' involuto-
risch toegevoegd.
Een involutie, die dezelfde paren geeft van niet ontaarde
kegelsneden, welke aan elkaar zijn toegevoegd, kan ais volgt
worden gedeÍinieerd.
Een kegelsnede a en het puntenpaar Tr, ?r, beide beschourvd
als ontaarde kwadratische klasse-oppervlakken, bepalen een lineaire
verzameling van co1 kwadratische klasse-oppervlakken. Deze vc'r-
zameling bevat behalve cle genoemde ontaardingen in het alge-
meen nog slechts één ontaard ku'adratisch klasse-oppervlak: de
kegelsnede a'. \Morden fl6 ]<ggelsneden or en cr' aan elkaar toege-
voegd, u'aarbij het puntenpaar ?., Z, als vast wordt beschourvd,
dan is in het algemeen aan een kegelsnede a één kegelsnede a'
involutorisch toegevoegd.
Is bij een gegeven puntenpaar Tr, T, en een gegeven niet ont-
aarde kegelsnede a de volgens de eerste definitie bepaalde kegel-
snecle a' niet ontaard, dan is dcze identiek met de kegelsnede or',
die volgens de tweede definitie wordt bepaald. In dat geval kan
dus zoowel de eerste als de trveede definitie dienen ter bepaling
van de kegelsnede a'. In het geval echter, dat die kegelsnede a'
ontaard is, zal deze volgetrs de eerste definit ie bijv. een dubbel-
rechte zijn, terwijl ze dan volgens de tweede definitie een punten-
paar is.
Is echter de gegeven kegelsnede o( een lijnenpaar, dan is het
aangewezen om de toegevoegde te bepalen aan de hand van de
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eerste definitie; is daarentegen de gegeven kegelsnede a een kvr,'a-
dratisch klasse-oppervlak, dat in een puntenpaar ontaard is, dan
is het aangewezen om de toegevoegde te bepalen aan de hand
van de tweede definitie.
In deze bladzijden zal de genoemde involutie in de kegelsneden-
ruimte nader worden bestudeerd. Bij het zoeken naar de stelsels
kegelsneden a', die zijn toegevoegd aan de singuliere kegelsneden a,
beperken we ons tot de bestudeering van het volledige steisel singu-
liere ontaarde krvadratische klasse-oppervlakken, terwijl de stelsels
kegelsneden a', die zijn toegevoegd aan singuliere lijnenparen,
slechts zullen worden behandeld voor zoover dit in verband met
de daarna volgende hoofdstukken noodzakeli jk is.
Achtereenvolgens zullen dan verder onderzocht worden de steisels
kegelsneden cr', die zijn toegevoegd aan de volgende stelsels kegel-
sneden d., waarbij hier reeds de gevonden conclusies beknopt
n'orden aangeduid.
De hegelsneden a-', die zijn toegeuoegd, a&n, een, bundel aan kegel-
sneden q., rlrnten, een, hubisclte bimonoïde rnet kegelpu.nten T, en Tr,
terwíjl de alakhett, u&n deze kegelsneden u' een, buntlel aonnen.
De kegelsneden a.', die zijn toegevoegd aan een schaqr aan hegel-
sneden e, uorlnell, een oppervlah aqn de zesrí,e graad, dat Tt en T,
tot vievuoudige pwnten heet't, terwijl de alakken aart deze kegelsneden
een kwedlatische kegel omhu,llen.
De kegelsneden q.', die zijn. toegeuoegd aato een net aan kegelsneden a,
ulrmen een congruentie (1, I) uan kegelsneden, uaalaan de alakher't
een school aormen, terzuijl de hegelsneden a' in zes pttnten rusten op
drie hegelsneden door T, en Tr, die niet op eeu,zelfde kaadratisch
opperulak liggen.
De hegelsneden a,' , die zijn toegeuoegd aan een graad-klu'wen a&n
kegelsneden d., uor?nen een cornplex (0, I) uan kegelsneden.
De kegelsneden a' , die zijn toegeuoegd aq.n het complex uan kegel-
sneden,, wa&rua?c alle exem,plaren, op eenzellde kw,adrqt'isch opperulah
liggen, ulrmeyL een complex (1, 4) uan kegelsneden.
De ontaarde hegelsneden q.' , die z'ijn tctegeuoegd, aan de ontqavde
hegelsnedett. u, die op eenzellde kwadratisclt, opperulak liggert', ullnl,en,
een coil,gruentie (8, 6).
De kegelsneden a' , die zijn toegeaoegd. a,q.n de kegelsneden d.,
volgens welke een kwad,ratisclt opperulak wordt gesneden tloov de
ulakken gaande door eenzellde pwnt, aornxen een cl?t'gluentie $, 3).
De hegelsneden a', die zijn toegeaoegd aan de kegelsneden d., volgens
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sneden, aoylnen een opperulak uan de zesde graad, terwijl door een
algemeen pwnt drie vlakken a(rn een kegelsnede a' gaan.
Uit de beschouwing van het stelsel kegelsneden a', dat is toe-
gevoegd aan een bundel van kegelsneden a, kunnen op eenvoudige
wijze de volgende eigenschappen van het lijnenstelsel op een
kubische bimonoïde worden afgeleid :
10. De vier punten, waarin de acht niet-torsale rechten door
de kegelpunten van een kubische bimonoïde elkaar twee aan trvee
buiten de kegelpunten snijden, iiggen in één vlak.
20. In het onder l0 genoemde vlak liggen ook de drie punten,
rvaarin de zes niet op de verbindingslijn van de beide kegelpunten
rustende rechten elkaar twee aan twee snijden.
30. De zeven onder l0 en 20 genoemde punten zijn gerangschikt
in zes collineaire drietallen.
40. Het snijpunt van de verbindingslijn van de beide kegel-
punten met het vlak door de onder l0 en 20 genoemde punten is
het vierde harmonische punt van het punt, waarin een rechte van
het kubisch oppervlak buiten de kegelpunten op de verbindings-
lijn daarvan rust, ten opzichte van het puntenpaar, dat door de
kegelpunten wordt gevormd.
50. De rechte van het kubisch oppervlak, die buiten de kegel-
punten op de verbindingslijn daarvan rust, snijdt het vlak van de
onder l0 en 20 genoemde punten in het punt, dat toegevoegd is
aan het snijpunt van de verbindingslijn van de kegelpunten met
het genoemde vlak ten opzichte van alle exemplaren van de bundel
van kegelsneden, die door de vier onder l0 genoemde punten wordt
bepaald.
Uit de beschouwing van het stelsel kegelsneden a' , dat is toe-
gevoegd aan een net van kegelsneden o, volgt dan nog:
10. Als ór, ó, en ó, drie kegelsneden zijn, die door twee punten
T, en T, gaan en die niet op eenzelfde kwadratisch oppervlak
liggen, dan is er een congruentie (1, 1) van kegelsneden, waarvan
alle exemplaren in zes punten buiten T, en T, op de kegelsneden
dr, ó, en ó, rusten.
20. De vlakken van de exemplaren van deze congruentie van
kegelsneden vormen een schoof, waarvan het centrum C ligt op
de verbindingslijn Zr?r.
30. Het puntenpaar, dat gevormd wordt door het punt C en
het snijpunt van TrT, met het vlak door de drie polen van Tr?,
xvI




40. b" g"ná"-á" .ongro"rrtie van kegelsneden bevat co1 
lijnen-
paren. f-re"tlubbelpu,tteri van deze lijnenparen liggen op een ku-
bische kromme in het vlak door de polen van T'T' 
ten opzichte
van ór, ó, en ór. De genoemde kubische kromme rust in 
zes punten




snede a' op eenzel
en snijdt dus deze
2. De kegels zt
Fig. r.
3. Een raakvlal
de beide kegels zt
De punten A1,  42,
samengevallen. De
zelf.de punt aan d
GEYOLG: de kt
S, en Sr, die de ra
